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ROZPRAVY 
ČESKÉ AKADEMIE CÍSAŘE FRANTIŠKA JOSEFA 
PRO V Ě D Y , S L O V E S N O S T A UMĚNÍ V PRAZE 
KOČNÍK II. TŘÍDA II. ČÍSLO 4. 
S T U D I E 
V OBORU 
M A L M S T É N O V S K Ý C H Ř A D 
A I N V A R I A N T O F O R E M ' . 
NAPSAL 
M. L E R C H . 
P Ř E D L O Ž E N O D N E 14. Ř Í J N A 1892. 
V PRAZE. 
NÁKLADEM ČESKÉ AKADEMIE CÍSAŘE FRANTIŠKA JOSEFA 
PRO VĚDY, SLOVESNOST A UMĚNÍ. 
1893. 
ri s* KM J, OTTY V Praxi. 
V následujícím cliceme vyložiti některé výsledky, jež jsme si při redakci 
svých »Základů theorie Malmsténovských řad«*) ponechali na pozdější příle-
žitost'. 
1. V i) na str. 50 a násl. citované rozpravy dokázali jsme, že celistvá 
funkce proměnné s definovaná prvkem 
0 0 <.» 
„ , . V 1 cos ¿ n v n Z(v,s)=2u 
n - 1 " 
začíná svůj Maclaurinovský rozvoj členy 
V následujícím rozvineme přímo začáteční členy tohoto rozvoje, čímž vznikne 
nový výraz pro funkci obsaženou v závorce posledně psaného členu. 
Vycházíme při tom od vzorce 
00 
, . 1 P e" cos 2 v 71 — 1 . . 
r(s) J e*x— 2 c * c o s 2 vn 1 
o 
pišme k vůli pohodlí 
, , , r E cos2 v n — 1 
/ (*) = ji — 2e* cos 2 v a 1 ' 
a proveďme rozklad 
c.) n o 
z ( v ' s ) = rjsj J/W^-1 . 
o »> 
kde «0 značí malou kladnou veličinu. Prvý integrál bude lze určiti na základě 
rozvoje 
/ ( * ) = *, + * , * + <•*• + •••. <o = — y . 




a tak obdržíme 
no 
* < » . ' ) = ^ ' . 7 + T f t - [ | , * TF. + í • ' " ] • 
to 




1 1 = - J (i+*ioe« + ...)(i -r{\).s + ...} r(s) 0 j 2 r ( i + j ) 2 
= - 1 [ i + J ( i o g o , - r ( i ) ) + . . . ] 
a tedy obdržíme 
00 
= - 1 + - r ' o j + 2 J / Ú ' ) ^ + 2 1 ' ] + . . . 
(I) 
Jelikož Z(z>,s) nezávisí na w, je též veličina v závorce [ | nezávislou na o> 
a tedy máme přechodem k <0 = 0 : 
Z(v,s) = — Y + Y j — / " 0 ) + }™q ( l o g « + 2 J f(x) ] j + ... 
a odtud plyne porovnáním s rovnicí («): 
00 
= - 2 r (1) + 2 \im ( log « + 2 J / ( .r) j . 




r » r ( i — to . . . r r . , 
(i) 
00 Kl 1 — í^cos2í'ff \dx 
ť ^ f i ~ l ^ - 2 > cos 2í'»r + aT 
- 1 r a r ' / i N C C 1 - 1 ' ) ! 
4 [_ / » r ( i — J ' 
4. 
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l^ evá strana je zdánlivě periodickou vůči v; že jí není v podstatě, plyne odtud, 
že integrál neexistuje pro hodnoty v, jichž reálná čásť je celistvá, a že tedy 
dlužno v našem vzorci voliti 0 < Real. v < 1 . 
Poznamenejme ještě, že pomocí vzorce 
i 
r(a) 1 - t 
obdržíme pro a = -i-: 
r ' ( > ) = . - 2 1 o g 2 + r ( 1 ) . 
2. Jestliže do vzorce 
no „ 
(w + « ) • + » • 1lW7tÍ ( eilt(u — Uf + WÍ) fji .t U r \ 
(• + •*/) 1 "I" ^ » ( ¿ - » i ) ' 
v němž u jest veličina kladná, a r pravý zlomek, a jejž lze rozmanitým způ-
sobem dokázati, klademe 
b m -i I d /«" . x 
W = — ' "= X + Y 




s oo n =—oo , / . ¿ / / / V . z/ / .+ — J + — - + Í 
oo —— (Co —¿>r) I 4 't ('tmi +- (1 - r) \ Jm'+ CI ) \ ám' 4- cx 
Sc c | c \ ' e c m = - co ~\ldma-A-CX - - - <6mi + \Tm» + c*) . (-»mi + V ^ + " ) 
1 ř ' — J í ' c — 1 
Při tom je T reálné a nikoli celistvé, x kladné, a t značí výraz J — ac — /> a >0, 
kde « > 0 , í > 0 , takže pak /(£,»/) = + 2b% )/ + ť je kladná forma 
o záporném determinantu "— / / . 
Rovnici naši lze pak psáti 
fini (mn -{-m) s s 
Žmjií 
(Ca—bx) y - c 
+ 2 bmn + ctP + x 
(tnií-f (1 — r)v A + \ lm*+~C* 
e c , Í" c 
! - ( í « i ř + H » ' ' + « ) " ( - ímí+VXfiť + ř«) 
e c — 1 £ c 
Výsledek ten obdrží jednodušší tvar, znamenámeli 
— bm~\- i}jdm* -(- cx . bm-\-i}ldm*-\-cx 
wm ~ — , w m = c c 
takže wm, — w'm jsou kořeny kvadratické rovnice 




,,1.1 i (m a + Ht) 
s s 
—— - — b 
2a i y e c ' j e " " - r . t / o » « + •>'») | 
„ ¿ o o + ( l — _ 1 — J' 
Jelikož řada 
S ' eÍ7i/(mo + nt) | \ _ I 
mn \_am*-\-2bmn-\-cn'i-\-x atn9-\-2~bmn-\-ctť1 J 
konverguje absolutně, a řada 
St et.ii(mtr + nr) n . 
'1 i t> I 1 <T = — r 1 • r ! wi . wa) > 
m n a m -\-2bmn-\- cri1 y,/ & v ' 
kde í C > - — ^ — • b 
plyne, že výraz (2) jest invariantem soustav rwnomocných (a, b,e-,rr, r) .*) Ale 
ovšem dlužno zde vždy klásti ve (2) kladné zbytky veličiny r místo r. 
Pro dvě rovnomocné soustavy 
(a,b,c ;<r,T)c<,(a',b',c';tT',T') 
platí rovnice 
a' = ak* + 2 bkk' + e k"1 , 
b' = a k l + b ( k l ' + k'l)-\-ck'l' , 
r' = a l * - \ - 2 b l l ' + cl'* , 
o' = ke-\-k'r , 
r' = + , 
při čemž k, / , k', l' jsou čísla celistvá, podrobená podmínce kl' — k'l = 1 . 
Zvláštní pozornosti zasluhuje případ, kde a, x jsou zlomky o jmenovateli r. 
fT X 
Píšemeli pak — , místo <r, z, budou tato nová a x čísla celistvá, a čísla r r 
rovnomocná budou 
a' = /c<j-\-k'r , r' = / f f + / ' r . 
Znamenámeli výraz (2) při těchto er, r symbolem F(a, b,c\n, r;x), bude 
F (a', b\ c>'; < r') = F (a', V, c'; «r, r) , 
jeli a' — <r, ť t (mod r). Tato podmínka je splněna za supposice 
k l' 1 , k' l - 0 (mod r) 
čili dle obvyklé symboliky 
*) Tuto ekvivalenci dlužno rozuměti v témž smyslu jako v §. !i naší citované rozpravy. 
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Transformujemeli formu a£a -(- 2b117 -)- ei/2 substitucí f = -f- , 
V = + ^V, která hoví podmínce (3), a ovšem také podmínce kl' — ¿ 7 = 1 , 
obdržíme formu ekvivalentní (a', b\ c'). Ekvivalence ta je však zvláštní: ne každé 
dvě prostě rovnomocné formy přejdou v sebe takovouto substitucí; z té pří-
činy pravíme, že formy (a, b, c), (a\ b', c1), jež vzniknou jedna z druhé pomocí 
substituce typu (3), jsou rovnomocny v r-tém stupni (Stufe). 
Funkce veličin (a,b,e), která se nemění, nahradímeli tyto veličiny sou-
stavou s (a, b,e) v r-tém stupni rovnomocnou, slově pak invariantem r-tého 
stupni. Nacházíme pak, že výraz 
in i 
Fr(a,b,e\<r,T\x) = J] • 
(nio + nr) 
C r 
m,n x -f- a tri1 -)- 2b m n -!- cn-
m — -nc 
v němž a, t jsou dvě čísla celistvá kladná a menší než celistvé číslo r, jest 
invariantem stupni r-tého, a není stupně nižšího, jeli aspoň jedno z čísel <t, t 
nesoudělno s r. 
Probíháli soustava (a, b, c) všechny v obyčejném smyslu rovnomocné sou-
stavy, obdrží výraz (2*) pouze konečný počet hodnot. 
Vraťme se ku vzorci (2). Výraz ten jest — jako všechny invarianty námi 
v pojednání o radách Malmsténovských studované — invariantem teč při 
ekvivalenci nevlastní, kdy totiž determinant k l' — k'l — — 1 . Volímeli 
k — 0 = /', k' = 1 = / , bude poslední podmínka splněna, a pak bude 
a' = c , b' — b , e' = a , T' = r , ť = a , a z vlastnosti invariantní výrazu (2) 
plyne 
fT~ }iám' + c* | 
(-tmi + | i m> + cx) I 
1 — e c l 
tm ni 
e c 
(Co -br) 1 A liď + ci 
fám* + ex 1 1 i" 
tmni (ar - ba) 1 í.-ro Vám* + a x 
<j 
e a | e 
+ tf £ \\-r a 
In V A m' + l i a 1 r 
-(— bmi+\.iiP + ax) 
1 — e a | 
Vztah ten nabude zajímavosti ve zvláštním případě b = 0 ; pak jest 
.l = ab, a tedy máme 
„ ya+am' , . 1 V"+" i 1 OO „ — Í.TI V—1 I —in(\ — T)\ -
1 ¿.tmám ť V c e I <• 
V' : m-^oo y T - f W 
1 — ť ' c 
c»o „ —Ž.tij l, —— —2.1(1 —o) V—- — 1 ^ ctmmi c Y a _(_ e l a 
Já m - ^ c o V a- + >"'J ' 
1 — í » a 
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čili jinak psáno: 
(4) 
1 Y 1 <*MA"' 
cos 
m* 
— L V e i m T !" 
cos 
sin hyp ^ x j 
hyp ( * ( 1 - 2 ^ * ^ ) 
sin hyp 
Klademeli zde c = 1 , znamenajíce 
fimaxi cos hyp (n (1 — 2 <i) VX -J- a  
m Vx a;«2 sin hyp (n -(- am* ) 
obdržíme 
1 ,íx 1 
= /(x,a\<r,T), 
(4b) f{x,a\a,r) = ¡ r . f f j 
X \ / X 1 \ 
Jeli a velmi male, bude , velmi veliké a součet f\ , ;7,ir bude a a \a tr 1 
. 1 
asymptoticky roven členu /// = (.), jenž zní ——, tudíž 
x: 
(4C) y(x,a ; /r ,T)c\i ? pro malá a . \íl x 
Jinak vyjádřeno, máme 
(4d) 
¿.in i (m o + " 0 
f j " f a x 
pro malá a. 
3. Dle věty vyslovené na str. ¿>4 naší rozpravy jest součinitel při s 
v Maclaurinovském rozvoji funkce 
, fi.-r i(m a + n t) 
K(a,b,c\a,t ; j ) = V / ~®~r ¿rz 1 a\» 
v ' ** (am* -\-2bmn-\- en1)* 
m,n \ ' 1 ' dán výrazem 
kde položeno 
(fl) <V(„,t,W)= £ -1. - + 
n = —oo I ' 
— b -\-i\J _ b + iljj 
1 — sgn.(* + i)\ 
2 J 




Dále bylo nalezeno 
(7) ^(<r,T,M/) = 1— jl *t(<r + tw\w)*t(x\w) — 
Volme nyní ® = - " , 7 = - — , kde <r0, r 0 , r jsou čísla celistvá a r > 0 , 
r ř" 
po případé též <r0, r0 > 0 . 
Neníli ani <r0 ani r0 dčlitelno na r , přejděme od soustavy (a,6,c;<t,t) 
rs' ť 
k soustavě rovnomocné (a', ù'.c' .c', r'), kde bude n' = — x ' = —^, a při tom r r 
ff'o = ko0-\-k'r0 , r'„ = /<r0 + / ' 7 0 ; kl'-k'l=\. 
Ustanovme koefficienty k k' l / ' tak, aby j'0 obsahovalo t , t. j. 
+ ( m o d r ) ; 
pak bude 
K{a,b,c,c,r,s) = K(a',ó',c';c',0-s) 
a koefficient při J V Maclaurinovském rozvoji bude dle vzorce (3) str. 58 
(5") - 2 log 2 * - 2 log J - ^ H (w\, c') , «t')| , 
a tedy máme vztah 
I" m r>{^) 
\Íi (.1; — 
(8) 
+ * ( - i r • ' = ~ 2 l o g {w "i™'* ' ' ' 
Zde z n a č í « / , , — z c ' a kořeny rovnice kvadratické a' -(- 2bw' -)- cw'2 — 0 , 
(a',b',e') je kvadratická forma vznikší z (a,b,c) substitua . jež hoví 
podmínce 
/rr0 + / ' r 0 0 ( m o d r ) , 
a ovšem též podmínce kl' — ¿ 7 = 1 ; číslo <r'0 má hodnotu a'0 = ka0 -(- & xQ . 
Funkce Hermiteovská H (w, <r) je dána součinem 
2 r ' ( ! ) _ 1 _ + , o g , + « , ( ^ , i , W i ) 
v ' r(-r") ^ * ^ \ r r ) 
(9) //"(«',<r) = f * « « ' « " J Î ( i — " " f ý 
m = 1 
a není třeba zvláště připomínati, že výraz 
/w/ invariantem stupni r. 
R o i p r i v y . Rotnlk II. Tftda II. Clilo 4. 
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4. Vzorec (2) § . 1 1 naší rozpravy poskytuje bezprostředně reciprocitu 
<10) r(s) p r ) ' * ' = r ( i - s ) ^¡Ly~'ir(a,ó,cii-s), 
zcela podobnou oněm, jež objevili Malmstén, Schlómilch, Lipschitz, Riemann, 
Hurwitz a Stieltjes. 
Abychom to ukázali, pišme citovanou rovnici ve tvaru 
r(s)(^-fj K'(a,óc-s) 
= 2r(s)n-'C(2s)p'+2r(s- i) —i)/?1 — 
(a) oo 
+ 4 v ? S cos 2 mnan. ^ J "1 (j >— (<+ D 
kde součet vztahuje se k hodnotám >«,« = 1 , 2 , 3 , 4 , . . 
Tu pak jest 
OO OO 
0 0 
an prvý integrál přejde v druhý substitucí - za z , nahradímeli tedy v (a) 
integrál posledně psaným tvarem, a vyměnímeli summační ukazatele m, n, 
obdržíme týž výsledek, jako kdybychom byli v řadě psali 1 — s za s . Znaine-
námeli tedy na okamžik f { s ) veličinu (a), máme 
f{s) - /(I — s) = 2č* [ r ( í ) . ; (2 j) — r(-J — J) - i f (1 - 2 f ) ] 
+ 2 ^  - • [ r ( J — -J)ir-• +1 f (2 J — i) — r ( i — J) «• - 1 f (2 — 2J)] 
a pravá strana je nullou, any obě závorky mizí na základě Riemannovy reci-
procity 
Bude tedy f(s) = / i l — s) , což jest právě vzorec (10). 
Vztah tento možno však dokázati ještě způsobem zcela podobným onomu, 
jehož Riemann užil při druhém důkazu svojí reciprocity. 
Předpokládejme, že reálná čásť veličiny s převyšuje jednotku, aby řada 
= 2 ' - , ( / « ,« = o , ± 1, ± 2,...) 
Rfn v i 1 
konvergovala. Pomocí vzorce 






(b) K'(a tb,c-s)= ^/(x)a?-*dz. 
kde psáno 
(cj » / ( * ) = S ' 
—-2=-(a m» + í í> m B + «»i1) 
a v součtu 2 ' vynechán člen » / = « = (). 
Ze známého vztahu*) 
S—-^•(«jm'+ Ž&mB + cB,) + l.-r»(miT + flT) 1 V"1 [«(' +«)* — «(» + ») (»+ m) + r (-. + m)*l 
e 1* = 
Bl, B Bl, B 
obdržíme volbou c = r = 0 a výměnou liter m , « za — « w na pravé straně 
rovnici: 
čili 
(d) / ( ¿ - ) = * - l + * / t e ) . 
Rozložme nyní integrál (b) v součet 
1 oo 
^f(x)xr~1dx-\- \/(x)x'-it/x, 
a v prvním klaďme za x , čímž obdržíme vzhledem k rovnici (d) 
o 
čili 
J/(ar) xř - 1 //a: = \ / ( ' ) x~ —1 rfa? = \ [a; — 1 + x / (ar)] ar- * - 1 ,/jr 
1 v 
(j/(a-) a? - 1 dx— — ý- — j A j + \ /(*) x—dx, 
o í 
a tedy bude rovnice (b) zníti: 
-o 
••') Důkaz vede se velmi jednoduše pomocí Cauchyova vzorce transformačního; viz 
o tom na př. Kroneckerovu rozpravu v Sitzungsber. der kón. preuss. Akad. der Wiss^ 




Z rovnice té je patrno, že K' (a,6tc\s) jest funkce jednoznačná, všude pravi-
dělná, až na pól 5 = 1 , kde má residuum —— , a že funkce K'(a,b,c\s) 
mizí na místech s = — 1, — 2 , — 3 , — 4, — 5 , . . . , což ostatné vše plyne 
také z výrazu (al. Pravá strana vzorce (11) se nemění, píšemeli 1 — s za s, 
a tedy platí vztah (10), jenž tímto nanovo dokázán. 
Upozorn&nl. V rozpravě o radách Malmsténovských uváděli jsme začasté 
supposici, že <r, r jsou pravé zlomky. Tato supposice byla zbytečnou ve vzor-
cích (2). (3) 6, pak ve všech vzorcích §. 8, ve vzorcích (2«), (2) §. 9 a rovněž 
v (1), ( ť ) §. 10, jež byly oněch přímými důsledky. 
Skupiny substituce, jež jsme výše charakterisovali shodou 
( ¿ / • M J ? ) < - " )• 
zavedl p. Klein do theorie funkcí elliptických a nazval je Congruenzgruppen; 
jemu náleží též zásluha o stanovení pojmu invariantů vyšších stupňů při funk-
cích modulových — jež ovšem jsou povahy rozdílné od invariantů forem 
kvadratických, ale jim analogické. 
XXIII. 
